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Hsp = AS. 1 + B・(geJLBS-gNμNI) . 
、 ? ? ， ， ， ，??? ?
? 、 、
ここで，Aは超鍛細結合エネlレギー ， μBはボーア礁子， μNIま核磯子で，geぅgNはそれぞれ電子スピ
ン，核スピンに対する g因子である.ア}vカワの原子の超f隣国結合エネルギーほAとたBx100mK rv 









外部磁場が十分弱い場合{μBB<<A)には， 1原子ハミルトニアン (1)の罰宥エネルギーを μBB/A
の2次まで震関することで，ゼーマン効果を次のように書くことができる(付録A参照). 
(gFμBB. F)2 
HZe = gFμBB・F平 ムEhf
(2) 
ここで，gF三土ge/(21+りはハイパーファインスピンに対するランデの g因子で，復号は F=














r ~ ^J. i 長2 ~ 01 Hsp = / drア~1n(γ)!--V÷Eftrap(T)+Pm 十 qm2 1 川村 (3) ジ f ム_.J't'm¥"I I 21¥1[' I ~Ll ä，jJ \'1 '.t"'V' '1."" I 









ができる [19]. したがって，具体的な散乱ポテンシャルの代わりに(釘がα/1'1)引のという S関数
に置き換えても γ→∞での 2原子の梧対波動関数と散乱張揺を再現することができる.ここでα


















ここでP:F= 2::r=-:F IλA1)(:FぅMIは2原子の合成ハイパーファインスピンを Fに射影する漬
算子である.また 示、ース粒子の対称性から s或散乱で辻散乱する 2原子のスピンの入れ替えに
対して対称でなくてはならないので，:Fが奇数になるような散乱チャンネルは存在しない.
より，ハミルトニアンの建距離相互作用部分を第二量子化の記法で書くと次のようにごとる.





ニ γ 一一α:F(Fm;Fm'IP:FIFn'; Fn). 
nn ム.-1 .A1 
:F=O，even 
(5b) 
次に，具体的に F= 1，2の場合について (5)式を直惑的にわかりやすい物理量を用いて書き換
えよう.まず，射影演算子の完全詮かち 1=2:丈O.evenP:Fすなわち，
2F 











(F)mn' (F)m'n'ニラ: 円 (Fm; Fm'IP:FIFn'; Fn) (8) 
:F=O.even 
が得られる.ここで
(F)mn三 (FmIFIFn) (9) 
はスピン演葬子 F= (Fx，FyぅFz)の行列表示である(具体的な行列要素については付諒吾参毘).
これらを用いると，F= 1ぅ2の場合のポテンシャルはそれぞれ次のように書き直すことができる.
spin-1: V;:::~I = cOdmndm'n'十cl(F)mn'(F)m'n'ラ (10a)
47τ{i，22α2十 Go 41Th2α2一 α。
CQ=一-:;:- ~ ， Cl 一一一一一ぅ (10b) lv1 3 ヲ M 3 
spin-2:uZ広!= cOðmnð的~，十 cl(F)mn' (F)m'n'十 c2(Fm;Fm'IPoIFn'; Fn)ラ (lla)
4π長23α4+4α2 41Th2向一α2 4πポ3(α4一 α2)-7(α2一α。)
Co二一 Cl=一一一一-C2=一一 円 . (llb) }'vf 7 ぅ
::;'_
!v[ 7 ラ M
(10a)式を (5)式に代入すると，相互作用ハミルトニアンは












A副γ)三 γ(0，012m; 2n)九(r)弘(r)ニ土[2'1h(r泌が)-2~1(村長 l(r)+柏村1 (15) ム-::::\~'~I-"V;-'V/Y Jf"\' /yn¥' J -J5l-"-"'¥' J"--
η~n 
を定義すると，






え 1μO(gFμB)2r r ddr': F~r) . F_ゲ) 3[(γ -r') . F(r)][ケ-r').Fゲ)1 . I Iαrdγ 一




























































































r _ ~ ':'-1- ， ， rた2_" ')1 il = I dr >. ;TtJ r) 1-ー が十Utrap(γ)+ pm + qm21 'om(γ) f ム-'T Ul'" / I 2J'1;f ，-.''''P ¥. J ' r' ':Z'" I
+ ~ 1 dr:[c品ケ)+ cIt2(r) +吋(め]
十手11ω¥，ZUZ:Qw(T一州問(r'): 
(21) 
ただし F=1に対しては C2= 0とおいた.
















ato江1 F ムEhf Ipl I qI cOntot qntot C2ntot Cddntot 
87Rb 
1 
6.84 X 109 7.00 X 104 
1.56 X 103 -5.58 
0.65 3.01 
1.54 X 103 2 15.3 8 
23Na 
l 
1.77 X 109 7.00 X 104 
3.12 X 103 号9.3
0.65 11.1 
3.14 X 103 -169 2 156 
表 1:87Rb原子， 23Na原子における特鼓的な相互作用エネルギーの比較.単位辻 Hz.pぅqに
ついては外部磁場 B = 200 mG下での値を記した.原子間相互作用エネルギーは粒子数密度を
ntot = 2x102o m-3として評倍した.s法散乱長は 87Rbについては文献[29ぅ30]， 87Na については文

















/ ¥. lV 
i守)=市(I:ω!no) I耐




ここで， Ivac)辻粒子の真空であり， (mはL::ml(ml2 = 1に規格化されたスピノルである.この状
態 j守)での場の演算子の期待糧法，巨視的波動関数(秩浮変数〉を
ψm(r) =ゾ万(mCPω(r) (26) 
として以下のように計算できる.
(1Jm(r)) = (1Jn(r)) = 0ぅ (27a吋) 
(ψJn(γ)ψηバ(ケT〆')=ψ~(r)ψ仇η(γ') ， (ρ27b) 
叫仰刷;ド片加(ケ例γ列刑叫叫)凶叫G科仰Jれ(ケゲ川州γ〆的fう悦)同手孔m(r"川T〆内f刀勺fう)川1ftηf勺Fう)叶lト一 去劫か)~μψ域叫肘刷Zぶ汁(ケ例T刊)吋榊(ケゲ内γ〆f




+E守~d1 dγ巾dr'〆右ノ， 2乞二 乞Qμ〆νバ(rト一T〆め/う引)(ι)んmm'バfべ(ι)ηJλ(例γ刊)ψ拡;京怜ν{ケゲγ〆')陥ψ仇れ岬f




















=ト二二ーマ2+ u，凶 p(r) + pm + qm 21ψm(r) I 2Ji1 -u'~p ¥ / i -.L I 
十 ZuZM;(γ)ψn'(村山，(γ)
，~， n'ητ n 
















化しない.そこで，粒子数密度を ntot= 2:m Iψml2として秩序変数を ψm ゾ五ot(mとおく.(m 
はノルムが1に規格化された3成分スピノルである.基底状態は一粒子あた与のエネルギー密夏
_ E[ψ1 
E[(J ==一一一 ~ntot 十三ntotIfl2 Vntot 2 --WC ' 2 
を最小にする〈により与えられる.ここで，
(32) 
f = l:(:nFmnふ (33) 
mn 
は一粒子あたりのスピン期待鐘である.ntotが一定なので，基底状態辻 Cl> 0の時f= 0， Clく O
の時Ifl二 1となることがわかる.これらを満たす秩序変数の具手本的な形を求めると次のようにな
る[5ぅ6J.
[1] Cl < 0 :強蕗性相














































~ IP'，.F"-P，F，:， I ル =LG|μν2U1J7W=MZ
と定義すると，強磁性椙に対しては常に
(1/2 0 0¥ 
N = I 0 1/2 0 I (36) 




[1] C1 > 0 :京一ラー梧









? ? ?? ?






? ? ??、 (37) 
とおくことができる.さらに，f十二 fx十ify= 0より，
〉宝((;(0刊誌-1)= sIn s cos s ( e -2χ1十e2χ-1)= 0 
=キ β=0ぅπ/2orχ1 + X-1 = (2n十 1)1L 
よって，X-1ニ仏Xl=一α十1fとおきなおすと，一般解は
白U山山iトいドい=訂ゴJεd戸川i坤勺φ汁iCO; )トト=訂ゴ=eUTe♂〆《庁一tゆ均νφ~Vε-iuu ド ε(~














表1より， 87RbはC1< 0で強磁性棺， 23NaはC1> 0でポーラー相である.これらの基底状態
はp波の超流動である超読動3Heと類似した講造に去っている.3Heクーパー対のもつ内部自由
度は軌道角運動量 L= 1，スピン角運動量 S=lで， A相では mL= l，ms = 0の状態に凝縮が





ε[〈i=2271tot十三lmotifi2十 22mothooi22 V~V' 2 
ここで，1は(33)式で和を m川ニ -2，'" ，2にしたものであ母，
αoo=poi2m;2仙ふ=古畑一2-2(1(-1 + (3) 
(40) 
( 41) 
と定義した.スピン 1の場合と同議に考えると， Cl > 0では1= 0， C1く Oで辻 1I1ニ 2の状態が
























(0斗 μ=cOntot土 または (O-ii)(0 = 0 
5 
(42b)ベ42c)式より，
/ 工 ¥ 11 {-sgn(C2)eiθゾ入1士c1ntotfz¥ 
(l-i)μ=帆 ot土入h l i=--1 1 
M:'1 J V2Xii 土v入l平C1ntotfz J 
(C2ntot)21α0012 h三 ¥1(C1ηtoJJ2÷5 
または
(l-i) (1 = (-1 = 0 
(42d)ぅ(42e)式より，
( (2 ¥ 12 (sgn(C2)ei8ゾλ2土2C1ntotfz¥ 
(2-i) f-1 = COntoも んう(;-: 1=一一 i l 




(2-i) (2 = (-2 = 0 
となる.ただし，寸1，2は在意の複素数，。三 Argα00とおいた.以下， )頓に場合分けして調べる.
[1]まず，fz =F 0のとき，約一i)ぅ(l-i)ぅ (2-i)で得ちれる μは一致しないので，これらのうちどれ
か一つのみが成立する.
[I-A] (O-ii)ベl-i)，(2-i)が成り立つ時，規格北条件よりわ/21= 1.また，fz = 21(212-21(_212 = 











[I-B]同様にして (O-i)，(l-i)ぅ(2-i)が成り立つ持， ，= (0ラlぅGラOラ0)ぅfz二 1ぅα00= 0で




[1] fzニOの時は， (O-i) ， (l-i)， (2斗が同時に満たされる.
[II-A]α00 # 0のとき α00が実数となるように全体の笠桔を決めることにすると， (O-i)ぅ(1せ)ラ
(2-i)から求まる秩序変数は
/ '" "'' T 
= (竺 -1sgn(的 JO12三}
¥ y'2'ゾ2 ぅy'2'y'2J (45) 
と会る.α00が実数なので 10は実数であり， (1-i)，(2-i)に現れる復号はん=ん =0を満た
すよう;こ決めた.規格化条件から1i212+ 1/12十ld二 1で，これを用いると α00= 1ん15な
る.また，一粒子エネルギーは
E[( 45)式]= ~ ntot十三則的2 V~V 10 (46) 
となる.
[II-B]α00 = 0のときは (42)式より，各(mは独立になる.したがって，
fz = 21(212十 1(112-1(_112 -21(_212 = 0， 
f+ ニ 2(~(1 十ゾ6(;(0 +ゾ6(~(-1 十 2(.":-1(-2 = 0ぅ






E[( 47)式i=2ntot (48) 
となる.
(43)ぅ(44)，(46)ぅ(48)式を比較して，国2の相留が得られる.ここで， ，ニ (1ヲ8ぅOぅOヲO)Tで代表
される 1I1= 2ぅ向。 =0の状態を強磁性相， (45)式で代表される 1I1=0ぅ向。 =1jv言の状態をネ
マティック相， '=(1/V3，0，0，j27三点)Tで代表される 1I1=α00 = 0の状態をサイクリック相と
呼ぶ.代表される というのはスピン 1の場合と同様にこれらの秩序変数の全体の位桔は任意に
選べ，かつ，秩序変数をスピン空間で自転させても基哀状惑となるからである.函 2には表1に
従って 87Rbと23Naの相互作用孫数をプロットしておち 87Rb ~土ネマティック相とサイクリック
























であるためである.具体的に，p=qニ Cddニ Oの場合に (21)式で場の漬算子にスピン回転とゲー
ジ変換を誰して












G = U(1)o x 80(3)F 











































????? ? ? (53) 
従って， (1ぅO，O)Tに対する等方部分群辻





として定義できる."jH" ~ま G に対して， Igヲ g' E Gがg-lg'E Hを謁たせばこれらを同ーの要素
とみなす」という操作を表し，R二 {gHlgξ G}とも書ける3 具体的に GjHを求めるには秩序
変数に Gの元を作用させて秩浮変数の動きうる空間を考えれiまよい.万の元に対しては秩序変数
は不変ごとので，得られる秩序変数空間Gψ = {gψIgξ G}はGjHと同型になる e 強磁性栢の関で
考えると，Gψの元は (34)式，すなわち
? ? ? ???
??
?




















称性の帰結である.秩序変数は (αヲβ?γ -ct)というオイラ一角と同じ 3つの自由度で構成される
ので，秩序変数の取りうる空関は
Rferro = 80(3)F，φ (57) 




































































となる.ここで σ と 50(2) の元島 =ε-iFz~f が非可換 (σ仏σ=gf チ gγ〉であるため半直積の記
号 xを用いた. (60)式の右涯をまとめて位数無謀次の二百体群(D∞)Fラφとも書く 5
Hがわかれば数学的に GjHを求めることができるが6，ここでは強磁性相の場合と同様に秩序
変数に Gの元を作用させて得られる空間を考えてみよう.秩!亨変数に Gの元を作用させると，
(ç~J = eiØe~iP~ae-iFyße-il'~~ m劫/←;βGナナ)トト=訂ゴeUTe一ε♂許凸i伶h令九ε(1 ¥ {O ¥ { 一吋ε 7言
ね いい泊三!ザ
となる. (61)式の最右辺がすに板存せず，また (αち丘中)→ (α 十hπ-えゆ十 π)わ変換によ
り不変になっていることからもポーラー梧の等方部分群が (60)式で記述されることが確認でき
る.ここでスピン告岳度に着Eすると，秩序変数は仏βの2変数，すなわち 3次元単位ベクト
ルd= (sinscos仏sinssin仏coss)で表すことができる.このような空間は 2次元球菌 52ニ
{(dX1 dyぅdz)I dx，y，zを喪?d3+号+d; = 1}と呼ばれる.これよりポーラー相の秩序変数空間は
Rpo1ar = [U(l)o X 5~]j(Z2)ムF (62) 
となる [37].
41立数nの巡国群とはgn= 1を、満たす生成元gによって生成される群でη閣の元からまる.1:n = {gk I 0~三 k~ η-1}.
















































































(0，0， 1， 。き0) {立 1，0，1うち〉
21f 
函 4:スピン 2BECの基底状態の調和関数表示.




















幸吉 秩序変数C 豆 Hの生成冗
強議性 (1う0，0ラOう0) SO(2)Fz-2φ ei2ψe-i凡φ
サイクワック (がう台。，~) Tct，F ei21f /3 exp [一戸土先FZTiヲ切(-iFzπ]
1軸ネマティック (0ラOう1ぅOラ0) (D∞)F exp[-iιφ]う♂exp[-i九時







































































と計算できる.ただし (56)式中の争ーすを φと置き草した.スカラー BECの場合と異なり，
vlll舗がスカラー関数の勾までは書けないため，超流動力レントの楯環は量子化されない.こ





















λ て 「長長(n;otlfI2)= -2工ntotfpV(ntotfMVlll締)十五乞い(れも叫ん)V. [ntotfv(V f入)] (間
μν入
二 -2IIfl2ntot V (ntotvil脳)n;ot ( I:んマん).vil引 (7) 
L ¥μ I J 
=1げ争-2n;ot(I:fMVf.μ)戸 内
¥μ/ 
となる.初期状態が全空間で If(r)12= 1を満たすとすると εμんマfμ 二 Oなので (78)式の右辺



















三(九七叫ん)= -V . (ηtotV明ロ) (81) 丘tμ


















πl(U(l)) = z、π1(SO(3))= Z2，πl([U(l) x S2jiZ2) = z 



















































(1 ¥ (COS2 * ¥ 
や)=叫[一明cosψ十九sinrp)β] 101ニト句評 ! 

































































(b) Polar-むorevortex (a) Mern邸主ovortex 
























ける謁は半整数量子渦と呼ばれる [56ぅ57，37， 58]. N = 1の場合に秩序変数の具体例を書くと，
{O¥ {一方¥ 1 (-1¥ 
((y) = ep/2e内/'2ε iFy7r/21 Iニグ/2e-iFz<p/2I 0 ト古い I (86) 
¥01 ¥古/ y ~ ¥ ei<p / 
となる.ただし， i'晶玉から十分離れたある半径γの閉経路上の秩序変数のみを考えている.これを
























たとえば，図 4(c)のサイクリック桔は (1ぅ1，1)軸の濁りにスピンを 2介/3回転させ同時に位桔を
2π/3変えるともとに戻るという対者、性をもつが，この対称J性に対応、する渦として，i晶の層りにー
























壕を考え，球面上の産課を極産標 (8ぅ伊)で去す.秩序変数を d= (sinscos仏 sinssin仏 cosβ〉と
おき，~がd空間における領域 ~d に写されたとすると，巻きっき数は
{ _，_ n _1 n _1 _ 1 ( _111 _7 _ _，_ 0/ fl _ ¥ Iδ(α，s) I 
= -i-I sin sdsdα= -i-I d8dc.p sin ，s( 8 叫 i 一一~~I (88) ぉ JL.d~~~~ {，-，~f-/~~ - 4πJL. ~v~y~~~~ ，~\V'YJ Iδ(8ぅψ)  
で与えられる.最宅近の被積分関数はいうβ)から (8ラめへの座標変換のヤコビ行列式である.こ
こで，
aid = (δ'is)d1 + sin ，6( aiα)d2 
ベ二信).d2 = (中)
(89) 
d = d1 X d2 (90) 
を用いると，









1 r AiLJ一千 (aXiaXj aXj均'¥'" ~ A adv紘一一ーん司. .一一一一--.‘晶、打一-








八 /βzδX¥ ，1δzδxl Iδx axl 
= ( -~ ~ x.ー:.:_I / I一一×一ーし dS二 i一一×一一Idedo ¥δ0δψ) II ae δ'PI' ~- Iδe .a'P I ~~-， 
ポーラー椙の場合， (80)式で定義さま工るスざンカレントを用いると巻きっき数は
M r _. Iτ一「ー I 1Yl r _ . Iτ "ー._ __!._ I Nz=-jtλdSn'ILdμ(マ×ザ勺=五λdSn'IL(Vdμ)xザl
























( a)monopole (b) 
審議
議











が一定だとするとトポロジカ jレに安定な講造をつくることができる [65ぅ66]. この場合，実空調JP!.3
は境界条件を加えると 3次元球面 83と同椙となり，写f象83→ Rの分類がトポロジカル励起の分











図 11:スピン 1強磁性椙におけるスカーミすン.矢印が議化fの方位を表し円盤とその上の 2重
糠が球語調和関数表示[函3(a)Jの円盤と位相ゼロの方向を表している.無誤遠方で
ているが，京点に向かう簡に場所ごとに異なる方向に回転し，原点ではまた同じ方向を向く.









rn = (nx cos~ ， ny cos~) nz cos~) sin ~) 
グ 2' w 2う 2ノラ
nE S2、0<ω<2if (102) 
Z2対を導入すると，rnの取りうる空曹は S3/Z2となり，SO(3)さ S3/Z2であることがわかる.







具体的にn(刊=r/γ とした時の構造を図1l~二図示した.秩序変数辻無限遠でψ= イ耳石(1 ， 0 ぅ O)T












の秩;亨変数空間のうち，高次元のトポロジカル励起に関与するのは dの自由度である 52で， 53 






Fij = d. (δ~d x ajd) (104) 
に立すして，
Fij二 aiAj- 叫ん (105) 
とをる Aを求め，これらの覆の覆芳として
n 3 
Q=十 Idr ) :匂kFijAk (106) 





















? ? ?? (107) 
を考える[図 12(b)].ただし， IZl12 + IZ212 = Li m; = 1である.Zから dの写イ象として， Hopf 
写{象
d= ztσZ (108) 














??? ???? (109a) 
(109b) 
(109c) 
IZl12十 IZ212ニ 1なのでIdl2= 1となっていることが確誌できる. (108)式を (104)式に代入して
整理すると
五j二 i[( aiZt) (ajZ)一(ザ)(8iZ)] 
となり， (105)式を溝たすように Aiを決めると



















函 12:(a)ノットの絡み数の抹念宮.(b)トポロジカjレ不変量の計算.(c)ポーラー相における Q= 1 
のノットー矢印は dの方向を表している.
と求まる.ここで，dが与えられたとき Zのとり方にはむ(1)の任意牲があり，実際に Z→ ε打Z
















けるスカーミオンと同様に，原点にむかつて T方向のまわりに 27TひねればQニ 1のノットとな
このときの秩序変数は
(113) 
ハ 1-V2 叩・ ρ11i{sinギ cos() + 'I cos wt) i ¥ 10¥ t YL σλ メス }¥ 
((r) = e-ir.Fw(r) 11 I = I 1 -2sin2ギ sin2() I 
¥ 0 ) ¥ V2ep sin ()山手 (sin王子2cos ()--i cosギ)) 
る.
これより dの空需変イとは，
(114) C:) = (作ア引) C〕 ギh山S討由叫…i恒in2dy ニ 〉i = (トト討釘卸山〕註勾m山川ψ戸凶S泣i





となる.これを図示すると国 12(c)のようになる.図 12(c)ではd=xとなる点を実報， d=一三
となる点を破親で示した.これらは関曲線をなし，絡み数1の結び目となっている8 このような




































































































































0.5 1.5 2 
μBB/A 
函 13:1 = 3/2の場合の 1粒子スペクトル
となっている.1 = 3/2の場合について，国有エネルギーを磁場の関数として図 13に示す.
B=Oの時は，
日)-主計0) A(1十 1)
m，+ - 2' ~m，~ - 2 (123) 
となり，それぞれF=1十 1/2およびF= 1 -1/2の冒有エネルギーに一致する.このことか
ら，Bヂ0では Fは良い量子数ではないが， 1s:議場(μBB<<A)で辻近1tJ.的に E民+のブランチ
をF= 1 + 1/2， Em，ー のブランチを F= 1 -1/2と呼ぶことにする.μBB/A<<1として (121a)
式を Bの2次まで展開すると
A1 ， geμBB 2(geμBB)2 ~ 2， (geμBB)2 
十=-_+一一-m- m÷ (124) 2 '21+1"'v A(21+1)3"V ， 2A(21+1) 
A(I十1) geμBB 2(geμBB)22(geμBB)2 
=一 一一-m十 完m- (125) 
2 21十 1"V ， A(21 + 1);) ，.v 2A(21十時
となる.ただし， 9NμN<< geμBなのでgNμN/geμBは無視した.F=1土1/2で各々m，=Oを基
準としてエネルギーを取り査すと， (122)式まで含めて
geμBB 2(geμBB)2 .~2 . n (9FμBB)2 
Em，十 -Eo，十=一一- mー ヌm =9FμBmB- (126) 2I十 1"'" A (2I + 1) 3 ムEhf
geμBB 2 (geμBB)2~__2 .__D ， (gFμBB)2 
E丸一Eo，ー =一一一-m十 3m2 = gFμBmB十 (127) 21十l"V， A(21 + 1)3"'v J1.' rJJ"V~' sEhf 
と書ける.ここで，ムEhfは超鍛細分裂エネルギー
ムE〓三 E!5)， -E拘) A(2I +1) 












for F = 1 + ~ 










G 。~l) べ-1 9 D 汁(~1 。
スピン 1のスピン行列辻
? ? ? ?
?







sin2豆、/2 ， fε 
一呈旦j}_I I 
VI2 I I 
ω2 ~J ¥ 
eω一九in2~\ 
-ei唱 i
ei(α+マ)COS2 ~ J 
。。
9 = e-iFzα iFβ -iFz1 二二ぞう ε YI-'e 
/ 々 ¥ I COS2 g 一三五三I e-~αo 0 ¥ fCOS~ '2 --:ji 厄
=1い010川II腎叫3
¥いo 0 εパ1協サαソ}¥いいい註sin2守2 2腎?吉手
/んε4加(伊附川α叶十
=斗I e-i♂1ηl~腎岩 附 β
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